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Algorithmische Grundlagen
verteilter Speichersysteme

Algorithmische Herausforderungen

beim Entwurf verteilter Speichersyteme
Ein verteiltes Speichersystem in seiner einfachs-
ten Art — statisch und uniform - besteht aus einer
Anzahl n von gleich grofien Speichern. Auf diesen
Speichern ist eine Menge von m Datenobjekten so
zu verteilen, dass sie die Speicher méglichst gleich-
méfig auslasten. Dabei ist von zentraler Bedeutung,
die maximale Last moglichst nah bei der durch-
schnittlichen Last von #/n Daten pro Speicher zu
halten. Zudem miissen sich die Anfragen mog-
lichst gleichméfig auf die Speicher verteilen, und
es muss fiir ein gegebenes Datenobjekt effizient zu
berechnen sein, in welchem Speicher es abgelegt ist.
Im folgenden Abschnitt werden wir uns mit ran-
domisierten Datenverteilungen befassen, die auf
universellem Hashing aufbauen. Randomisierte
Verteilungsstrategien haben sich hier als {iberle-
gen gegeniiber deterministischen Strategien gezeigt,
da iiberlicherweise keinerlei Koordinierungsauf-
wand zwischen den Speichermedien notwendig
ist, um Daten und Anfragen gleichmaflig zu ver-
teilen. Deterministische Strategien hingegen kénnen
mit ungiinstigen Daten- oder Anfrageverteilungen
konfrontiert werden, die Anpassungen der Daten-
plazierung im laufenden Betrieb erfordern. Wie wir
sehen werden, konnen randomisierte Strategien die
maximale Last mit hoher Wahrscheinlichkeit (oder
formal ausgedriickt mit Wahrscheinlichkeit mindes-
tens 1 — 1/x° fiir eine beliebige Konstante ¢ > 1) sehr
nah bei m/n halten, und zwar deutlich besser, als
eine einfache zufillige Verteilung der Daten dazu in
der Lage wire.

In den darauf folgenden Abschnitten untersu-
chen wir verteilte Speichersysteme, die sich durch
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folgende zwei Eigenschaften von den oben an-
gesprochenen statischen, uniformen Systemen
unterscheiden:

- Sie sind dynamisch, d. h. zur Laufzeit kénnen neue
Speicher hinzugefiigt oder vorhandene entfernt
werden.

- Sie sind nichtuniform (heterogen), d.h. die Speicher
diirfen unterschiedliche Kapazitit haben.

In diesen Speichersystemen steht zwar immer noch
im Vordergrund, die Daten mdoglichst fair auf die
Speicher zu verteilen, aber von zentraler Bedeutung
ist jetzt die Adaptivitit der Speichermethoden, d. h.
ihre Anpassungsfahigkeit an Veranderungen im
Speichersystem. Dazu werden wir genaue Quali-
titsmafle in diesem Abschnitt einfithren. Danach
werden wir zunichst ein Verfahren, bekannt als
konsistentes Hashing, vorstellen, das fiir uniforme
Speichersysteme anwendbar ist, und darauf aufbau-
end ein Verfahren namens SHARE vorstellen, das
auch fiir beliebige nichtuniforme Speichersysteme
funktioniert. Wir werden auch kurz auf alterna-
tive Verfahren eingehen, die in diesem Kontext
entwickelt worden sind. Im Abschnitt ,,Vernet-
zung dynamischer Speichersysteme® schliefSlich
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Zusammenfassung
Die Verwaltung von und der effiziente Zugriff
auf Daten aus einer riesigen Datenmenge fiih-
ren klassische Speichersysteme wegen ihrer
beschrinkten Kapazitit und I/O-Fihigkeit an
ihre Grenzen. Einen Ausweg zeigen verteilte
Speichersysteme wie z. B. Storage Area Networks
(SAN ) auf. Solche Systeme bestehen aus vielen,
durchaus auch unterschiedlichen, iiber ein Netz-
werk verbundenen Speichersystemen und sind
bei wachsenden Datenmengen erweiterbar. Bei
der Entwicklung solcher Systeme stellen sich
interessante algorithmische Fragen: Wie werden
die Daten im verteilten Speichersystem so ver-
teilt, dass die Speicher gleichmiflig ausgelastet
werden, und zwar sowohl beztiglich der Menge
der zu verwaltenden Daten als auch hinsichtlich
der Anfragen? Wie sehen derartige Verteilungen
bei Speichern sehr unterschiedlicher Kapazi-
tét aus? Wie kann sich die Datenverteilung an
Verdnderungen des Systems, etwa das Einfii-
gen oder Entfernen von Speichern, anpassen?
Wie kann sich das Netzwerk an die Verdnde-
rung des Systems anpassen? In diesem Artikel
geben wir einen Uberblick iiber einige Aspekte
der algorithmischen Forschung iiber verteilte
Speichersysteme.

diskutieren wir skalierbare Methoden, um die Spei-
chersysteme miteinander zu vernetzen und diese
Vernetzung unter Dynamik aufrechtzuerhalten.

Hashing-Verfahren fiir uniforme,

statische Systeme
Die grundlegende Idee beim Einsatz von Hashing-
Verfahren in Speichersystemen ist es, eine zeit- und
speichereffiziente Funktion, die sogenannte Hash-
Funktion, zu verwenden, um jedem Datenobjekt
einen Speicher zuzuordnen. Wir gehen davon aus,
dass unsere Datenobjekte durch Adressen aus einem
Adressraum U = {1, ..., M} identifiziert werden. Sei
S C U eine solche Datenmenge, die iiber n Spei-
cher verteilt werden soll. Diese Speicher seien der
Einfachheit halber von 1 bis #n durchnummeriert.
Natiirlich ist es im Prinzip kein Problem, die Da-
tenobjekte in S gleichméfig auf die Speicher zu
verteilen. Diese Orte miissen allerdings in einer ge-
eigneten Suchstruktur vermerkt werden, damit die

Daten schnell wiedergefunden werden kénnen. Spei-
chert man hierbei explizit fiir jedes Datem seinen
Ort, kann das zu einer sehr speicheraufwéindigen
Suchstruktur fithren, die nicht mehr vollstindig
im RAM der Server gespeichert werden kann. Viel
effizienter ist hier die Verwendung kompakter und
schnell auswertbarer Hash-Funktionen, die jedem
Datenobjekt aus U einen Speicher zuordnen, also
Hash-Funktionen der Form h: U — {1,...,n}. Al-
lerdings muss einige Sorgfalt in die Wahl einer
geeigneten Hash-Funktion gelegt werden. Wir kénn-
ten z. B. die Hash-Funktion h(x) = (x mod n) + 1
nutzen. Diese verteilt zwar die gesamte Menge U
geichmiflig, aber z. B. die Menge aller Vielfachen
von n in U extrem ungleichmigfig; alle diese Ele-
mente werden in Speicher 1 abgelegt. Derartige
»schlechte Mengen“ lassen sich auch mit anderen
Hash-Funktionen nicht vermeiden. Wir kénnen al-
lerdings bei zufélliger Wahl einer Hash-Funktion aus
einer geeigneten Klasse von schnell auswertbaren
Hash-Funktionen dafiir sorgen, dass jede Menge S
nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit schlecht
verteilt wird. Das Konzept des universellen Hashing
liefert genau den Kompromiss zwischen ,,gentigend
zufillig® und ,,auf wenig Platz speicherbar und effi-
zient auswertbar®, den wir hier bendtigen. Es wurde
von Carter und Wegman [5] vorgestellt. Seitdem
sind universelle Hash-Klassen gefunden worden,
die bei konstanter Auswertungszeit die Eigen-
schaft haben, dass eine zufillig aus ihnen gewéhlte
Funktion sich in vielerlei Hinsicht vergleichbar zu
einer zufilligen Funktion verhélt. Im Folgenden
werden wir der Einfachheit halber immer anneh-
men, dass wir eine echt zufillige Hash-Funktion
haben.

Falls h: U — {1,...,n} eine uniform zufllig
gewihlte Hash-Funktion und |S| = m ist, ist es ein-
fach zu sehen, dass fiir ein beliebiges, unabhéngig
von h gewdhltes S C U der Gréf3e m die erwartete
Last von Speicher 7, d. h. die Anzahl der Daten in
Speicher i, genau 1/ ist. Wir interessieren uns im
Folgenden fiir die erwartete maximale Last. Es ist
einfach einzusehen, dass diese O(m/n) ist, sobald
m = §2(nlog n) gilt. Eine genauere Analyse mittels
Chernoff-Schranken [10] ergibt, dass die maximale
Last eines Speichers bei Verwendung einer zufilligen
Hash-Funktion hochstens

1
K+O \/(m/n)logn+ﬂ
n loglogn
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mit hoher Wahrscheinlichkeit ist. Diese Schranke
liefert asymptotisch optimale Last = + o(%}) fiir

m = w(nlog? n). Die recht hohe Abweichung von
m/n fiir kleine m kann man durch zwei Methoden
deutlich verkleinern. Beide beruhen auf der Idee
der Nutzung von Alternativen bei der Datenver-
teilung (vgl. [1,9]). Der folgende Trick von Azar et
al. [1] liefert asymptotisch optimale Last fiir den Fall
m = w(nloglogn).

Wir nutzen zwei zufillige und unabhingig
gewdhlte Hash-Funktionen h; und h,. Die Daten
werden nacheinander in die Speicher eingefiigt. Fiir
jedes Datum x tiberpriifen wir die momentane An-
zahl der Daten in den Speichern h; (x) und h,(x) und
platzieren x in denjenigen der beiden Speicher, der
zurzeit am wenigsten Daten enthélt.

Dieser Trick heifdt auch Minimum-Regel. Sie hat
die Eigenschaft, dass fiir jede Teilmenge S € U der
Grofle m die maximale Last hochstens

m + O(log log n)
n

mit hoher Wahrscheinlichkeit ist [14].

Fiir m = o(nloglog n) empfiehlt es sich, die Kol-
lisionsmethode von Dietzfelbinger und Meyer auf
der Heide zu verwenden [7,12], die bis auf einen
Faktor 3 eine optimale maximale Last fiir alle m
liefert:

Wir nutzen wieder zwei zufillige und unabhén-
gig gewdhlte Hash-Funktionen /1, und h,. Solange
noch nicht alle Daten platziert sind, platziere alle
noch iibriggebliebenen Daten d € S in den Speichern
h1(d) und h,(d). Fiir jeden Speicher, bei dem die
dadurch erzeugte Last hochstens 3[m/n] ist, belasse
alle Daten dort. Die restlichen Daten (d. h. diejeni-
gen Daten, fiir die sowohl h;(d) als auch h,(d) eine
Last iiber 3[m/n] haben), nehmen an der nichsten
Platzierungsrunde teil.

Wenn die Kollisionsmethode terminiert, hat
jeder Speicher garantiert eine Last von h6chstens
3[m/n]. Allerdings ist es nicht klar, ob die Kol-
lisionsmethode tatsdchlich terminiert. Es konnte
jedoch nachgewiesen werden, dass die Kollisi-
onsmethode mit hoher Wahrscheinlichkeit nach
O(log log n) Platzierungsrunden terminiert [7,12].

Falls die Daten auch nach ihrer Platzierung noch
bewegt werden diirfen, kénnen wir sogar eine noch
bessere Verteilung mithilfe der Strategie in Abb. 1
erreichen. Fiir jede Teilmenge S € U der Grofle m gilt
dabei, dass wenn die Selbstbalancierung geniigend
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wahle zufédlligzwei Speicher v; und v,
fallseseinDatumin v, mit alternativem
Ort v, gibt, dann
nimmeinbeliebigesDatumdmit dieser
Eigenschaft
platziered im Speichermit der
geringstenlast (von v, und v;)
fallsbeidedieselbe Last haben, dann
platzieredineinemzufdlligender
beiden Speicher

Abb. 1 Die Selbstbalancierungsstrategie

lange lauft, dann die maximale Anzahl der Daten in
einem Speicher hochstens

[m/n] +1

mit hoher Wahrscheinlichkeit ist [6].

Zwei zufdllige Hash-Funktionen reichen also,
um eine beliebige Teilmenge in U nahezu perfekt
auf die Speicher zu verteilen. Wirklich zufillige
Hash-Funktionen sind nicht speichereffizient kon-
struierbar, aber in der Praxis zeigen kryptografische
Hash-Funktionen wie z. B. SHA-1 ein Verteilungsver-
halten, das denen zufilliger Hash-Funktionen sehr
nahekommt. Statisches Hashing (d. h. die Anzahl der
Speicher ist fest) arbeitet also sehr effektiv. Aber was
kénnen wir tun, wenn sich die Speichermenge iiber
die Zeit verdandert? Dazu brauchen wir geeignete
dynamische Hashing-Verfahren.

Hashing fiir dynamische Speichersysteme
In einem verteilten Speichersystem kann sich die
Menge und die Kapazitit der verfiigbaren Speicher
stark {iber die Zeit 4ndern. Daher benétigen wir
Hashing-Strategien, die sich effizient an diese Verin-
derungen anpassen kénnen. Der naive Ansatz wire,
einfach eine neue Hash-Funktion bei jeder Verdnde-
rung zu wihlen, aber das wiirde bedeuten, dass fast
alle Daten umverteilt werden miissen, was fiir grofle
verteilte Systeme nicht verkraftbar ist. Wie wir sehen
werden, gibt es viel bessere Strategien, aber zunéchst
miissen wir uns Gedanken dariiber machen, wie wir
die Qualitdt einer dynamischen Hashing-Methode
messen wollen.

Sei V= {1, ..., N} die Menge der moglichen
Identifikationsnummern (z. B. IP-Adressen) fiir die



Speicher und U = {1, ..., M} der Adressraum fiir die
Daten. Angenommen, die aktuelle Anzahl der Daten
sei m < M und die Anzahl der Speicher sein < N.
Zur Vereinfachung werden wir im Folgenden oft an-
nehmen, dass die Daten und Speicher durchgehend
von 1 an durchnummeriert sind, aber im Prinzip
funktioniert jede eindeutige Nummerierung mit
den unten angegebenen Strategien. Sei ¢; € [0, 1]
die aktuelle (relative) Kapazitit von Speicher i,

d. h. ¢; gibt den Bruchteil der Kapazitit bezogen
auf das Gesamtsystem an, das Speicher i zur Ver-
fiigung stellt. Dann gilt "' | ¢; = 1, und (cy, ..., ¢u)
nennen wir die aktuelle Kapazitdtsverteilung des
Systems.

Das Speichersystem mag sich nun auf vielféltige
Weise dndern. Es konnen neue Daten hinzukom-
men und alte geloscht werden, und die Menge der
verfiigbaren Speicher oder deren Kapazitdten kann
sich verandern. In diesem Fall muss eine geeignete
dynamische Hashing-Methode mehrere Kriterien
erfiillen:

1. Fairness: Ein Speicherschema ist fair, falls fiir
jeden Speicher i die (erwartete) Anzahl der Daten
in i zwischen [ (1 —€)¢;-m| und [(1 + €)¢; - m]
liegt, wobei € > 0 eine beliebig kleine Konstante
sein kann.

2. Redundanz: Wir nennen ein Schema r-redundant,
falls es jedem Datum r verschiedene Speicher
zuweist, in dem seine Bruchstiicke bzw. Kopien
abgelegt werden konnen.

3. Effizienz: Ein Speicherschema ist effizient, falls
die Datenstruktur zur Bestimmung der Position
eines Datums nur wenig Platz verbraucht (der
von N und m hochstens logarithmisch abhédngen
sollte) und die Position eines Datum in kurzer
Zeit bestimmt werden kann.

4. Adaptivitidt: Wir nennen ein Speicherschema ad-
aptiv, falls fiir den Fall einer Verdnderung in der
Menge der Speicher oder deren Kapazititen die
Umverteilungen der Daten, die notwendig sind,
um die Fairness und Redundanz wieder herzu-
stellen, moglichst gering sind. Dafiir verwenden
wir die kompetitive Analyse. Angenommen, es
gibt eine Kapazitdtsveranderung von (cy, . .., ¢,)
nach (c},...,c,). In diesem Fall benétigt eine
optimale, perfekt faire Strategie (d. h. e = 0)

Umplatzierungen von Daten. Wir nennen eine
Speicherstrategie also c-kompetitiv, falls sie
hochstens c-mal soviele Umplatzierungen fiir
jede solche Kapazitétsverdnderung benétigt, um
zur Fairness und Redundanz zuriickzukehren.

Konkret heif3t das fiir die Adaptivitdt, dass wenn
die Kapazititsverteilung sich z. B. von (1/2,1/2,0)
nach (0, 1/2, 1/2) verdndert (Speicher 1 verldsst das
System und Speicher 3 wird hinzugefiigt), dann muss
bestenfalls die Hilfte der Daten umplatziert werden,
um eine faire Verteilung wieder zu gewéhrleisten.
Das ist dadurch auch machbar, dass alle Daten in
Speicher 1 an Speicher 3 iibergeben werden.

Es gibt bereits eine Reihe von Hashing-Strategien
fiir dynamische uniforme Speichersysteme. Zwei
Beispiele dafiir sind das konsistente Hashing von
Karger et al. [8] und die Cut-and-Paste-Strategie von
Brinkmann et al. [3]. Im uniformen Fall betrachten
wir lediglich die Situation, dass neue Speicher in
das System hineinkommen oder alte Speicher das
System verlassen.

Konsistentes Hashing. Das konsistente Hashing
arbeitet wie folgt:

Angenommen, wir haben eine zufillige
Hash-Funktion f : U — [0, 1) und eine Menge
unabhingiger, zufilliger Hash-Funktionen
gi>--» gk V — [0, 1), wobei k ein geniigend grofier
Wert ist. Die Funktion f bildet die Daten auf [0, 1) ab,
und die Funktionen g, ..., gk bilden die Speicherme-
dien auf [0, 1) ab. Datum i wird demjenigen Speicher j
zugeordnet, fiir den es ein £ gibt, sodass g, (j) der
nichste Nachfolger von f (i) fiir alle g/ (') ist (wobei
[0, 1) als Ring angesehen wird). Siehe auch Abb. 2.

Bei 1-redundanter Speicherung der Daten,

d.h. jedes Datum wird nur einem Speicher zuge-
wiesen, ist das konsistente Hashing perfekt fair
und 2-kompetitiv und bendtigt bei geeigneter Da-
tenstruktur nur erwartet konstant viel Zeit bei
O(nlog® N) Speicher, um das Speichermedium fiir
ein Datum zu berechnen [8]. Diese Eigenschaften
konnen auch bei r-redundanter Speicherung mit
r > 1 beibehalten werden, falls jedes Datum i den
r Speichern mit den nichsten Nachfolgern g, (j) zu
f (i) zugeordnet wird.

Man mag denken, dass sich das konsistente Ha-
shing einfach auf den nichtuniformen Fall erweitern
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Abb. 2 Das konsistente Hashing

lasst, indem man Speichern mit héherer Kapazitit
mehr Punkte in [0, 1) erlaubt. Allerdings wiirde das
£2(min[cmax/Cmin> Mm]) Punkte bendtigen, um fair
zu sein, wobei ¢y, die maximale Kapazitit und
Cmin die minimale Kapazitit eines Speichers ist. Im
schlimmsten Fall kann das bedeuten, dass ein ein-
zelner Speicher bis zu ®(m) Punkte haben kann,
was unsere Anforderungen an die Speichereffizienz
deutlich verletzen wiirde.

Es gibt bereits verschiedene Hashing-Verfahren,
die auch fiir nichtuniforme dynamische Speicher-
systeme effizient anwendbar sind. Dazu gehéren
SHARE, SIEVE [4], Trichter-Strategien [15], Red-
undantes SHARE [2] und SPREAD [11]. Wahrend
SHARE, SIEVE und die Trichter-Strategien nur die
Fairness bei beliebigen Kapazititsverteilungen ga-
rantieren kénnen, kénnen Redundantes SHARE und
SPREAD sowohl die Fairness als auch eine redun-
dante Speicherung der Daten garantieren, solange
das prinzipiell méglich ist. Wir werden exemplarisch
fiir diese Strategien die SHARE-Strategie vorstellen.

Die SHARE-Strategie. Die SHARE-Strategie baut
auf konsistentem Hashing auf. Sie besitzt (neben
den Hash-Funktionen fiir das konsistente Ha-
shing) zwei Hash-Funktionen: eine Hash-Funktion
h:U — [0, 1), um jedem Datum einen Punktin [0, 1)
zuzuweisen und eine Hash-Funktiong: V — [0, 1),
um jedem Speicher ein Intervall in [0, 1) zuzuweisen.
SHARE arbeitet wie folgt:

Angenommen, die momentane Kapazitdtsver-
teilung sei (cy, ..., ¢,). Jedem Speicher i wird ein
Interval I; der Lange s - ¢; zugewiesen, wobei s ein fes-
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ter Dehnungsfaktor ist. I; startet im Punkt g(i) und
endet in (g(i) +s-¢;) mod 1, wobei [0, 1) als Ring
angesehen wird. Ists- ¢; > 1, dann bedeutet das, dass
das Intervall [s- ¢;]-mal um [0, 1) herumgewickelt
ist. Zur Vereinfachung der Présentation werden wir
fiir [s-¢;] > 1 annehmen, dass I; aus [s- ¢;| Intervallen
Iy besteht, wobei [s-¢;| von diesen die Linge 1 haben
und das letzte Intervall die Restldnge {ibernimmt.

Fiir jedes x € [0, 1) sei Cy = {i | x € I;} und
¢x = |Cx|. Da die Gesamtanzahl der Endpunkte der
Intervalle hochstens 2(n + s) ist, muss das [0, 1)-
Intervall in hochstens 2(n + s) Rahmen F; C [0, 1)
aufgeteilt werden, sodass fiir jeden Rahmen F gilt,
dass C, dieselbe Menge fiir jedes x € F; ist. Das ist
wichtig, um sicherzustellen, dass die Datenstruktur
fiir SHARE eine geringe Speicherkomplexitit hat.
Die Berechnung der Position eines Datums d erfolgt
einfach dadurch, dass zunéchst die Speichermenge
Ch(a) bestimmt wird and dann auf Cj,(4) das konsis-
tente Hashing angewendet wird, um zu bestimmen,
welcher der Speicher in Cyy fiir d zustdndig ist
(siehe auch Abb. 3).

Unter der Annahme, dass s = ©(log N) genii-
gend grof3 ist (damit jeder Punkt in [0, 1] durch
ungefihr gleich viele Intervalle tiberdeckt ist),
ist SHARE fair und 2-kompetitiv und benétigt
bei geeigneter Datenstruktur nur erwartet kon-
stant viel Zeit bei @(n log2 N) Speicher, um das
Speichermedium fiir ein Datum zu berechnen [4].

Eine wichtige Eigenschaft der SHARE-Strategie
ist, dass sie vergesslich ist, d. h. die Datenverteilung
hingt nur von der aktuellen Knotenmenge ab und
nicht davon, wie diese Knotenmenge zustande ge-
kommen ist. Das vereinfacht die Verwaltung der
Daten. Einige andere Strategien wie die Cut-and-
Paste-Strategie [3] und die SIEVE-Strategie [4]

0 1
Abb. 3 lllustrierung des SHARE-Algorithmus



von Brinkmann et al. erfiillen diese Eigenschaft
nicht. Leider kann SHARE nicht ohne weiteres auf
eine redundante Datenspeicherung erweitert wer-
den. Betrachten wir z. B. die Kapazitdtsverteilung
(1/2,1/4,1/4) mit Redundanz r = 2. In diesem Fall
sollte fiir alle Daten gelten, dass die beiden Kopien
entweder in Speicher 1 und 2 oder in Speicher 1 und 3
abgelegt werden, um eine faire Speicherauslastung
sicherzustellen. Das kann die SHARE-Strategie nicht
leisten, da sie auch Kopien auf Speicher 2 und 3 fiir
einige Daten ablegt.

Vernetzung dynamischer Speichersysteme
Bis jetzt haben wir uns noch nicht damit beschéf-
tigt, wie wir die Speichersysteme vernetzen kénnen,
um schnelle Zugriffe darauf zu erlauben und sich
schnell an eine Verdnderung in der Speichermenge
anpassen zu kénnen. Fiir uniforme Speichersysteme
hat sich der kontinuierlich-diskrete Ansatz als sehr
hilfreich erwiesen.

Die grundlegende Idee hinter dem kontinuierlich-
diskreten Ansatz [13] ist es, eine klassische Familie
von Graphen in ein kontinuierliches Modell um-
zuformen und dieses dann zur Vernetzung einer
dynamischen Menge von Speichereinheiten anzu-
wenden. Ein wohlbekanntes Peer-to-Peer-System,
das auf dhnlichen Ideen aufbaut, ist z. B. Chord [16].

Betrachte einen beliebigen Raum U. Ange-
nommen, wir haben eine (potenziell unendliche)
Menge F an Funktionen f; : U — U. Sei

Er={(x,y) € U2|x =yoderesgibteini: y = fi(x)}.

Dann kann (U, Er) als ungerichteter Graph auf
einer unendlichen Menge an Knoten, also als
kontinuierliches Graphenmodell, angesehen wer-
den. Fiir die Menge S C U sei I'(S) = {y € U\
S|3x € S: (x,y) € Ep} die Nachbarschaftsmenge
von S. Falls I'(S) # @ fiir jedes S C U ist, dann sagen
wir, dass F U mischt. Falls F U nicht mischt, dann
gibt es nichtzusammenhéngende Bereiche in U.

Betrachte nun eine Menge von Speichern V und
sei R(v) der Unterraum von U, der Speicher v zu-
geordnet wird. Wir verwenden dann die folgende
kontinuierlich-diskrete Verbindungsregel, um die
Speicher miteinander zu vernetzen:

Fiir jedes Speicherpaar v und w ist v verbunden
mit w genau dann, wenn es Punkte x, y € U gibt mit

x € R(v), y € R(w) und entweder (x, y) € Ep oder
(y,x) € Ep.

Sei Gp(V) der aus dieser Bedingung hervorge-
hende Graph. Dann ist leicht zu zeigen, dass falls F U
mischt und U,R(v) = U, dann ist Gg(V) stark zusam-
menhingend. Daher ist es wichtig sicherzustellen,
dass F U mischt und dass U,R(v) = U. Wir miis-
sen uns also Gedanken um eine geeignete Auswahl
von (U, F) und einer geeigneten Partitionierung
von U machen. Falls U = [0, 1) ist, dann kénnen
wir fiir die Partitionierung das konsistente Hashing
anwenden, das ja jeder Speichereinheit Intervalle
in U zur Speicherung von Daten so zuordnet, dass
das gesamte U abgedeckt ist. Das hat den folgenden
Vorteil:

Wenn ein neuer Speicher i in das System inte-
griert werden muss, dann miissen maximal k alte
Speicher (bei k Hash-Funktionen g, ..., g&x) kontak-
tiert werden (namlich die Speicher, von denen er
Intervallstiicke iibernehmen wird), um eine Auftei-
lung von [0, 1) gemaf des konsistenten Hashings
zu bewahren und die entsprechenden Daten zu be-
kommen. Weiterhin kennen diese alten Speicher
aufgrund der kontinuierlich-diskreten Verbin-
dungsregel alle Verbindungen, die Speicher i in
Gr(V) eingehen muss und kénnen ihn entsprechend
informieren.

Also nicht nur speichertechnisch, sondern auch
verbindungstechnisch ist es sehr einfach, mithilfe
der kontinuierlich-diskreten Methode und konsis-
tentem Hashing einen neuen Speicher in das System
zu integrieren.

Auch der Fall, dass ein Speicher das System ver-
lasst, ist sehr einfach zu handhaben. Dieser Speicher
muss lediglich seine Daten und Verbindungen an
maximal k andere Speicher weitergeben, ndmlich
diejenigen Speicher, die nach dem konsistenten Ha-
shing die Intervalle des rausgehenden Speichers
beerben. Zum Abschluss geben wir ein konkretes
Beispiel fiir F.

Der d-dimensionale de Bruijn-Graph DB(d) ist

ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit Knoten-
menge V = {v € {0, 1}4} und Kantenmenge E, die
alle Kanten {v, w} enthilt, mit der Eigenschaft,
dass v = (v1,...,vg) und w = (x, v1, ..., V41 ) fiir ein
x € {0, 1}. Wenn wir einen Knotennamen (x, ..., X;)
als die Zahl y = >",_, x;/2" € [0, 1) interpretieren,
dann gilt fiir d — 00, dass
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-V =10,1)und
- F={fo, i} mit fo(x) = x/2 und f1(x) = (1 + x)/2 die
de Bruijn-Verbindungen in V wiedergibt.

Es kann dann fiir den dynamischen Fall gezeigt
werden, dass das konsistente Hashing zusammen
mit der kontinuierlich-diskreten Methode zu einem
Speichernetzwerk mit maximalem Grad O(log n)
und Durchmesser O(log n) mit hoher Wahrschein-
lichkeit fiithrt [13]. Weiterhin kénnen effiziente
Routingverfahren verwendet werden, die Botschaf-
ten von jedem Punkt zu jedem anderen Punkt des
Netzwerks in O(log n) Kommunikationsschritten
versenden konnen. Diese konnen dazu verwendet
werden, dass beliebige Datenanfragen im Speicher-
netzwerk in O(log n) Kommunikationsschritten und
damit effizient bedient werden kénnen.

Zusammenfassung
Wie wir gesehen haben, konnen Hashing-Methoden
angewendet werden, um skalierbare dynamische
Speichersysteme zu realisieren. Wir haben hier nur
einen winzigen Ausschnitt der aktuellen Forschung
wiedergegeben. Fiir weitergehende Informationen
stehen wir gerne zur Verfiigung.
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